Acerca de la construcciéon de

conocimientos matematicos

en las carreras de ingenieria mediante conocimientos computacionales

Resumen

En este trabajo se expone acerca de la posibilidad
de construir nuevos conocimientos matemaéticos o am-
pliar los existentes a partir de la introduccion de la com-
putacion en las carreras de ingenieria. En particular se
fundamenta la necesidad de construir el concepto abs-
tracto de funcién con lo que se facilita la construccion
de algoritmos y programas o el uso de asistentes mate-
méticos. Se ilustra ademas con la introduccién de la
Transformacion de Hough y con nociones de simula-
cion estadistica.

Las ideas anteriores se defienden a partir del prin-
cipio de trasladar el centro de atencion de cada clase,
de la erudicion del profesor al proceso de aprendizaje
del estudiante mediante la creacién de un clima que
propicie la colaboracion y el intercambio. Interesa en
el trabajo enfocar el curso de matematica en relacion
con la computacion, no solamente desde la matemati-
ca hacia la computacion sino también desde la com-
putacion hacia la matematica.

Introduccion

En los dltimos tiempos se debate mucho acerca de
la conveniencia de trasladar el centro de atencion de
cada clase, de la erudicion del profesor al proceso de
aprendizaje del estudiante, principio éste que compar-
to. La clase es para debatir, discutir, orientar y analizar
las diversas vias de solucién de un problema, asi como
de las posibles generalizaciones y no para entregarle un
conocimiento acabado al estudiante.

El aprendizaje es un proceso de construccion y re-
construccion de conocimientos, habilidades y valores.
Los conocimientos adquiridos se utilizan para construir
nuevos conocimientos, por lo que deben reflejar las re-
laciones principales e invariantes que expresan una
esencia.

De vital importancia es la creacion de un clima que
propicie el vinculo entre lo cognitivo y lo afectivo, don-
de el estudiante pueda construir los conocimientos en
un ambiente que propicie la comunicacion, combinan-
do de manera flexible lo que el profesor considera
como conveniente y lo que el estudiante siente como

interesante, de tal forma que se logre un desarrollo en
su pensamiento tedrico y creador teniéndose en cuenta
las necesidades, intereses, objetivos y aspiraciones de
los estudiantes, por lo que el profesor como experto,
es un orientador, un guia, un facilitador del proceso de
aprendizaje.

El estudiante debera comprender que no solamen-
te puede llegar a conocer a través de otros sino tam-
bién por si mismo; observando, experimentando y
combinando los razonamientos, respetandose la indi-
vidualidad y evitandose la estandarizacion de la ense-
flanza. Debera pasarse del aprendizaje reproductivo al
creativo, no imponiendo nuestra propia loégica de razo-
namiento sino apoyandonos en el razonamiento del
colectivo.

“ La orientacion no se reduce a la base orientadora
de la accion, ella se va construyendo con un significa-
do y sentido personal para el estudiante sobre la base
de la tarea y su base orientadora de la accién, su per-
cepcion sensorial, sus aprendizajes significativos ante-
riores, y muy unido a ellos: sus experiencias, vivencias,
intereses, afectos, emociones, valores, motivos y ne-
cesidades, su fantasia, intuicién, imaginacién y creativi-
dad, su identidad, estilo cognitivo, habitos y modos de
pensar y actuar” (1).

La introduccion de la computacién en los cursos de
matematicas para las carreras de ingenieria, constituye
sin lugar a dudas el principal cambio de paradigma ex-
perimentado por la ensefianza de esta ciencia en los
ultimos afios. Poco a poco se fueron venciendo las re-
ticencias y obstaculos de aquellos docentes aferrados
a un tradicionalismo caduco y el uso de medios de
computo en los cursos de matematicas ha servido ya
no solamente para resolver problemas que por otras vias
serian muy costosos, dificiles o simplemente imposi-
bles de resolver, sino también para lograr comprender
con mayor eficiencia, conceptos y métodos generales
de trabajo propios de esta ciencia que a través de las
técnicas tradicionales de ensefianza no siempre resul-
taban de facil comprension por la amplia masa de es-
tudiantes. La confeccion de algoritmos y programas en
los casos que asi se justifique o el uso de asistentes ma-
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tematicos o de otros sistemas con fines demostrativos,
resulta algo habitual en cualquier curso de matematica
para carreras de ingenieria al que se le impregnen sig-
nos de ineluctable modernidad. Las enormes posibili-
dades que brindan las nuevas tecnologias de la
informaciéon y las comunicaciones, con el ahorro de
tiempo y recursos que representan, es una linea de tra-
bajo que bien utilizada puede elevar sin lugar a dudas,
la eficiencia y calidad del proceso de ensefianza de la
matematica.

Es bueno aclarar que no todo requiere computado-
ras en un curso de matematicas. La discusion heuristi-
ca, el debate, el intercambio fuera de protocolo entre
los estudiantes con la direccion del profesor, no lo sus-
tituye ningln sistema computarizado para cumplimen-
tar muchos objetivos propios del curso de matematica;
por lo que el lapiz y el papel contintan siendo fieles y
necesarios aliados del estudiante. De lo que se trata, al
organizar el curso es, atendiendo a los objetivos, defi-
nir déonde y cédmo utilizar técnicas de computo y don-
de no hacerlo. En este sentido resulta valido hacer la
siguiente observacion:

El teorema central del limite de la Teoria de Proba-
bilidades expresa que la suma de n variables aleatorias
independientes tiende a la ley normal para n grande.
La demostracion rigurosa de este teorema generalmen-
te no se hace en los cursos de matematicas para las
carreras de ingenieria. Basta tomar varias variables alea-
torias con ley uniforme y comprobar que la suma va
tomando forma “acampanada” para ilustrar este teore-
ma en esos cursos. Aunque es posible simular este fe-
némeno en una computadora, esta no nos permite
“tocar con las manos este teorema” es decir “verlo en
una situacion concreta”.

Una via para enriquecer la clase donde se aborde
el teorema central del limite puede ser mostrarle a tras-
luz a los estudiantes una regla plastica de 50 centime-
tros con varios afios de uso. Los golpes, las caidas y
deformaciones recibidas por la regla durante varios afios
se expresan mediante variables aleatorias que al actuar
de manera conjunta con el paso del tiempo dejan su
huella en la regla precisamente “siguiendo la ley nor-
mal”. El reflejo de soslayo de la luz en la regla, nos per-
mite ver ademas que la esperanza matematica se sitlia
aproximadamente en los 25 centimetros como nos exi-
giria el teorema central del limite. Se trata como ya dije
de “poder palpar” un concepto, un principio cuya de-
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mostracion rigurosa requiere un tratamiento matema-
tico avanzado. Puede lograrse ademas sin necesidad de
computadoras.

Teniendo en cuenta que el concepto de funcion es
uno de los principales conceptos de toda la matemati-
ca, en este trabajo se expone como pueden materiali-
zarse las ideas anteriores a través de la ampliacion
progresiva de este concepto en los cursos de matema-
ticas para las carreras de ingenieria. Se demuestra lo Util
que resulta llegar al concepto abstracto de funcioén, es
decir a la correspondencia que se establece entre dos
conjuntos A y B de naturaleza arbitraria de tal forma
que a cada elemento del conjunto A se le hace corres-
ponder un Unico elemento del conjunto B. Si bien es-
tas ideas parecian estar reservadas para los estudiosos
de la llamada matematica pura, ahora deberan formar
parte de la cultura matematica en la ingenieria sobre
todo si se quieren aprovechar mejor las potencialida-
des que ofrece la computacidén tanto mediante la con-
feccioén de algoritmos y programas como mediante el
uso de asistentes matematicos. No se trata de comen-
zar por definir en una clase el concepto abstracto de
funcion y utilizarlo en toda su riqueza, sino en ir aproxi-
mandonos a él a través de las diversas situaciones pro-
blematicas.

Por otra parte, resulta habitual impregnar a los cur-
sos de matematicas para ingenieros los siguientes en-
foques: enfoque analitico en variables reales,
complejas o vectoriales; enfoque de optimizacion; en-
foques probabilisticos o estadisticos; enfoque de ope-
radores o transformaciones y de equivalencias o
isomorfismos etc. Aunque al enfoque numeérico o
aproximado también se le dedica atencion, no siem-
pre se logra un elevado desarrollo del pensamiento al-
goritmico de los estudiantes. En el trabajo se exponen
también teniendo en cuenta las ideas anteriores, al-
gunas reflexiones que pueden enriquecer este tipo de
pensamiento, tan necesario en la ingenieria, y sin em-
bargo no del todo desarrollado, teniendo en cuenta
las potencialidades que ofrece el curso de matemati-
ca, si muchas ideas, apoyadas en interpretaciones
geométricas y fisicas o en nociones intuitivas, se com-
binan con los conocimientos que en materia compu-
tacional ya poseen los estudiantes.



Construccion del concepto
abstracto de funcion

Resulta natural utilizar en los cursos de matemati-
cas para ingenieros, funciones con dominio e imagen
en subconjuntos de nimeros reales o complejos, para
lo cual generalmente se comienza con funciones de R
en R o de R? en R y progresivamente se trabaja con
funciones de R" en R™. Estos espacios vectoriales son
suficientes para introducir los conceptos de continui-
dad, diferenciabilidad e integrabilidad con los cuales se
cubren las principales aplicaciones de la matematica en
la ingenieria. La introduccion de la computacion con el
uso de superlenguajes o de asistentes matematicos
constituyen exigencias para la ampliacion progresiva del
concepto de funcion. No se trata de imponer en una
clase este concepto en un plano eminentemente teo-
rico, sino en preparar al estudiante para que compren-
da que no son sélo de interés para él las funciones con
dominio e imagen en R". Esto puede lograrse desde las
primeras clases de una forma muy sencilla si se vincula
con problemas que el estudiante debe abordar, como
son la busqueda de una raiz en un intervalo o la bus-
queda de un extremo. Para ilustrar con el método de
biseccion lo antes expuesto considérese el conjunto si-
guiente:

F={f:[ab]® Rcontinuas, crecientes o decre-
cientes y tales que f(a)f(b) <0}

Como consecuencia del teorema de Bolzano exis-
te una Unica raiz para cada elemento de F. La forma en
que se programa el algoritmo del método de biseccion
en lenguaje C, como se expresa a continuacion, puede
resultar mas comprensible si se asocia con la siguiente
funcion que llamaremos Raiz:

Sean:

A=F “[ab) “(a,b] 'R*
B=(ab)E (F " [ab) “(ab] "RY)

Raiz:A% % ©B
i(p+q)R2sif((p+qg)®R)=006q-p<eps
(fp.a.eps)® 1 (f, (p+ a) 2, q, eps) si f((p +0q) 2) f(q) <0
1 (. p, (p+ q) 2, eps) si f(p) f((p +0) 2) <0
Esta idea encierra un método general de trabajo
aplicable en la programacion de otros algoritmos. N6-
tese que la funcién Raiz asi definida, tiene por domi-
nio e imagen dos conjuntos de naturaleza abstracta,
pero aqui lo aparentemente muy abstracto tiene un va-

lor muy concreto. Resulta esencial discutir estas ideas
con los estudiantes para que comprendan la necesidad
de la ampliacién del concepto de funcion. Comparese
lo anterior con el programa de la funcién Raiz en len-
guaje C que se describe a continuacion:

double raiz(f,a,b,eps)

double f(), a, b, eps;

{

double m;

m = (a+b)/2;

if(f(m)== 0 || b-a<eps)

return(m);

else if (f(a)*f(m)<0)

return(raiz(f, a, m, eps));

else

return (raiz(f, m, b, eps));

}

Este programa expresa el proceso iterativo que co-
mienza con el intervalo inicial [a,b] y progresivamente
se pasa a los intervalos [a,m] 6 [m,b] siendo
m=(a+b)/2 en dependencia de si la raiz cae en el su-
bintervalo [a,m] 6 en [m,b].

Si la solucion de este mismo problema se realiza
mediante un asistente matematico, por ejemplo me-
diante el DERIVE, basta teclear las siguientes lineas de
cb6digo como puede comprobarse en [2]:

f(x):=
g(a,b):=if(f(a)f((a+b)/2)<0, [a,(a+b)/2], [(a+Db)/2,b])

Biseccion(a,b,n):=ITERATE(g(element(v,1),

element(v,2)),v,[a,b],n)

Error:=(a,b,n):=(b-a)/2"

Si consideramos | como el conjunto de todos los su-
bintervalos cerrados de un intervalo cerrado inicial [a,b]
donde esté definida f como elemento de F, entonces
las expresiones anteriores son funciones con dominio
e imagen en los conjuntos siguientes:

g: 19 1

g([a,b]) = [a,(a+b)/2] si f(a)f((a+b)/2)<0

g([a,b]) = [(a+b)/2,b] en otros casos

biseccion: 1 "N @ |

Esta funcion actla de la manera siguiente: a cada
elemento de | y para cada nimero natural n, se ob-
tiene otro elemento de | a partir de iterar n veces la
funcion g, operacion que realiza la funcion ITERATE
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que tiene implementado el asistente matematico
DERIVE.

error: 1 "N® R
Esta funcién devuelve el nimero real (b-a)/2" que
representa el error en la estimacion de la raiz.

Como se observa de este ejemplo, de una for-
ma natural se ha ampliado el concepto de funcién a
conjuntos con dominio e imagen de naturaleza un
tanto diferente a lo que habitualmente el estudian-
te conoce.

De manera similar puede realizarse con otros mé-
todos numéricos cuyos principios pueden introdu-
cirse también desde las primeras clases como el
método de Newton para el célculo de una raiz, o el
método de Euler para la solucién aproximada de una
ecuacion diferencial. Mas adelante nos referiremos
a la transformacion de Hough como ejemplo inte-
resante de aplicacién con dominio e imagen de na-
turaleza diferente.

Nociones
sobre simulacion estadistica

Aunque los cursos de Teoria de Probabilidades y
de Estadistica Matematica se ofrecen generalmente
cuando concluyen los cursos de Analisis Matemati-
co y de Algebra, la posibilidad que brindan los len-
guajes de programacién de generar numeros
pseudoaleatorios con ley uniforme en el intervalo
[0,1], facilita la solucion de tareas sencillas que de-
sarrollan el pensamiento algoritmico a partir de no-
ciones elementales sobre la simulacién estadistica.
Algunos ejemplos pueden ser los siguientes:

1- Calculo aproximado de una integral definida.
En este caso, conjuntamente con los métodos de
calculo aproximado de integrales definidas median-
te rectangulos, trapecios y parabolas, puede evaluar-
se por ejemplo la integral de Poisson con el siguiente
programa escrito en forma de pseudolenguaje :

inputn;

m=0;

for(i=1;n) {

x =rnd(1) ; /significa generar x en el intervalo [0,1]/
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y = rnd(2) ; /significa generar y en el intervalo
[0,1]/

if (y £ exp(-x* x))

m++; }

print m/n;

Calculos similares pueden hacerse con integra-
les multiples. Para esos casos, las técnicas de simu-
lacién resultan mas ventajosas que los métodos
basados en férmulas de cuadraturas. Un ejercicio in-
teresante consiste en obtener aproximaciones del
numero p utilizando esta idea a partir de la compa-
racion entre el area de un circulo de radio 1 inscrito
en un cuadrado de lado 2 y el area del cuadrado.
Resulta muy provechoso realizar discusiones de este
tipo con los estudiantes.

2- Busqueda del minimo de una funcién f (x).

En este caso, conjuntamente con los métodos
aproximados de busqueda de extremos del tipo del gra-
diente, se puede introducir el siguiente programa es-
crito en forma de pseudolenguaje :

inputn, z;

m=0;

while (m< n)

{

x = rnd (1) ; /significa generar x en el dominio de la
funcién /

if (f (x) <f(2))

Z=X,m=0;

else

m—++;

}

printz, f(z) ;

El valor préactico de este algoritmo, esta dado en que
permite buscar extremos de funciones que no cum-
plen las condiciones de continuidad y de diferenciabi-
lidad clasicas o que no son unimodales, cuestion esta
que aparece muchas veces en la practica. Resulta de
interés comparar este algoritmo en cuanto a tiempo de
procesamiento y memoria con los algoritmos del tipo
del gradiente. Estas ideas permiten la construccion de
nuevos conocimientos por los estudiantes y el enrique-
cimiento de la formacién basica en matematicas, a partir
de conocimientos elementales de computacion, ya que



basta conocer en algin lenguaje de programacion, la
sintaxis para la entrada y salida de datos y el uso de los
ciclos “if”, “for” y “while”. Ademas, de esta forma, se
prepara el terreno para la comprension ulterior de los
fenébmenos aleatorios a través del curso de Teoria de
Probabilidades y Estadistica Matematica.

Acerca
de la Transformacién de Hough

En el campo del reconocimiento de patrones de for-
ma es muy conocida la Transformacién de Hough, cu-
yas ideas basicas fueron patentadas por este autor en
1962. Ver [3] y [4]. Nos referiremos a ella porque tam-
bién nos permite ampliar el concepto de funcién y nos
brinda una aplicacion sencilla de valor practico para la
ecuacion normal de una recta, ideas que pueden utili-
zarse en los cursos de Geometria Analitica. Es otra ma-
nera de ver como el curso de matematica para la
ingenieria puede enriquecerse desde la computacion.
De forma breve se exponen a continuacion las ideas
bésicas asociadas con esta transformacion.

La ecuacién normal de una recta puede expresar-
se como r=xcosq + yseng. Tomando g en el intervalo
[0,p), a cada recta en el plano x-y se le hace corres-
ponder por la ecuacién anterior, un Unico par de valo-
res g-r en el conjunto (0,p) "(-¥,+¥). La ecuacién
r=0 representa una recta que pasa por el origen 'y g=0
representa una recta paralela al eje y. No6tese que un
punto fijo (x,y) en el plano x-y por la ecuacion ante-
rior se convierte en r= x,cosq + yseng, esta ecuacion
analizada como curva en el plano g-r, cosa que pue-
de hacerse ya que x, e y, estan fijos representa una
curva sinusoidal.

Por otra parte, si en el plano g-r fijamos un punto
(g x,) entonces la ecuacion r, = xcosgq, + yseng, repre-
senta una recta en el plano x-y. Es decir la transforma-
cion de Hough cumple las siguientes propiedades:

1- Un punto en el plano x-y se corresponde con una
curva sinusoidal en el plano g-r.

2- Un punto fijado en el plano g-r se corresponde
con unarecta en el plano x-y.

3- Puntos situados en la misma recta r, = xcosgq, +
yseng, corresponden a diferentes curvas sinusoidales
pero todas con la condicidn de que se intersectan en
(9 )-

4- Puntos situados en la misma sinusoidal r =
X,C0sq + y ;seng corresponden a diferentes rectas

pero todas pasando por el mismo punto (x,y,). Las
condiciones 1y 2 representan ampliaciones del con-
cepto de funcién ya que en 1 El dominio es R? y la
imagen es la familia de curvas sinusoidales, mien-
tras que en 2 el dominio es el conjunto [0, p) “(-¥,¥)
y la imagen es la familia de rectas.

A continuacién utilizaremos la condicién 3 para la
bUsqueda de rectas en una imagen, para lo cual for-
maremos un “acumulador bidimensional” de la manera
siguiente: dividimos el intervalo [0,p) en d, partes igua-
les y el intervalo [-R,R] en d, partes iguales. Para cada
punto (x,y,) de la imagen mediante la ecuacion r = X
cosq + y, seng encontramos hasta d, valores diferen-
tes de r correspondientes a d, valores diferentes de
a. Los valores de gy de r en el acumulador se obtie-
nen con cierto margen de error prefijado de antema-
no. El siguiente cuadro recoge un acumulador de 709
puntos:

p\@ |0° 20° 40° 60° 80° 100° [120° |140° |160°
1 4 5 9 12 7
2 80 3 20 2 65 1 7
3 6 1 3 8
4 72 42 4 45
5 19 1 12
6 11 93 9 8
7 46 8 79
8 9 18

El significado de este cuadro es el siguiente: 72
puntos estan sobre la recta de ecuacién 4 = xcos40”
+ ysen40° ningUn punto sobre la recta de ecuacion
3 = xco0s20° + ysen20° un punto sobre la recta de
ecuacion.

5 = xc0s120° + ysen120° etc. Si se considera un um-
bral de 60 entonces hay 5 rectas en la imagen y si el
umbral es de 40 entonces hay 8 rectas en la imagen.
Esta idea sencilla pero ingeniosa puede desarrollarse en
un curso de matematica como aplicacion no habitual
pero valiosa. Solamente he pretendido dar la idea ele-
mental, ya que existen muy buenos algoritmos para la
transformacion de Hough que reducen la memoria ne-
cesaria y aceleran los célculos.

Conclusiones

En este trabajo se ha abordado la tarea de construir
nuevos conocimientos matematicos a partir de los co-
nocimientos computacionales de los estudiantes, sin
recurrir a excesos de retorica o a construcciones artifi-
ciosas y sobre el principio de que la clase tiene un va-
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lor formativo muy grande si se aprovecha como encuen-
tro de debate, de analisis y de reflexion.

La introduccion de la computacion en el curso de
matematica no sélo debe verse como via para facilitar
célculos engorrosos o como medio demostrativo que
facilita una mejor comprensién de los conceptos; sino
también como herramienta que permite construir nue-
VOs conocimientos o ampliar los existentes.

Se ha tratado de ilustrar, principalmente, con el con-
cepto de funcién por el papel y lugar que desempefa
en toda la matematica. Sirvan estas ideas para enrique-
cer la formacién de nuestros estudiantes no sélo en el
plano cognitivo sino también en el afectivo a partir de
la creacién de un clima que propicie la comunicacion
y el intercambio. Lo expuesto en el trabajo nos permi-
te asegurar que el curso de matematicas para ingenie-
ros en relacion con la computacién, no solo debe verse
desde la matematica hacia la computacion sino tam-
bién desde la computacién hacia la matematica. He
querido poner de relieve que lo que entendemos por
«formacion basica en matematicas» para las carreras de
ingenieria es un principio ajeno a todo estatismo; esta
en constante adaptacion a las nuevas tendencias de
aplicacion de la matematica a las Ciencias Técnicas.
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