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Introduccion

Los problemas del ConJUNTO INDEPENDIENTE MAXIMO Yy
del ConJunTO INDEPENDIENTE MAXIMAL han jugado pape-
les importantes en la teoria de la complejidad. El pri-
mero es uno de los problemas NP-completos clasicos
[11] y el segundo ha sido muy dificil de resolver en
paralelo.

EL ConuunTO INDEPENDIENTE MAXIMAL S€ resuelve trivial-
mente con un algoritmo secuencial tacafo en tiempo li-
neal, pero soluciones paralelas eficientes fueron dificiles
de encontrar. Dadoun and Kirkpatrick [9] mostraron un
algoritmo que requiere tiempo polilogaritmico y un nume-
ro polinomial de procesadores, esto es, un algoritmo NC.
Cuando las instancias del problema se restringen a grafos
planares y Karp and Wigderson [ 12] dieron un algoritmo
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NC para instancias no restringidas'. Varias soluciones mas
simples se dieron después [13].

La version maximal del problema ha recibido algu-
na atencion, Cook [7] probd que el problema del Con-
JUNTO INDEPENDIENTE MAXIMAL LEXICOGRAFICAMENTE PRIMERO €S
completo para P (el conjunto de problemas solubles en
tiempo polinomial) y Sagan [18] mostro que el numero
de conjuntos maximales independientes en un arbol T
de nvértices es:

si n=2k
sin=2k+1

m)=

En este articulo mostramos primero un algoritmo
con tiempo lineal para resolver el Problema del Mini-
Mo CoNJUNTO INDEPENDIENTE @-Max restringido a arboles

1. NC significa la clase de Nicholas.
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con a = 1. Mas tarde, desarrollaremos otro algoritmo
con tiempo lineal (siguiendo esencialmente las mismas
ideas usadas para el algoritmo para arboles), el cual
admite como entrada cualquier grafo con treewidth
acotada por k donde k3 1 es cualquier constante en-
tera, y a= 1. Este algoritmo usa la reduccion del 4
arbol parcial dado como entrada, esto no disminuye su
generalidad ya que se sabe que las clases de 4-arboles
parciales y los grafos con treewidth acotada por & son
las mismas [19].

1 El problema del conjunto independiente
Minimo a-Maximal (Min a-MIS)

Bollobas et al. [5] introdujeron los conceptos de a-maxi-
malidad y a-minimalidad de conjuntos independientes. Al-
gunos resultados para cotas superiores e inferiores para
estos parametros, cuando las instancias se restringen a ca-
minos y ciclos, fueron dados por Cockayne et al. [6]. No-
sotros consideraremos el concepto de a-maximalidad y un
problema de optimizacion relacionado. A continuacion
definimos lo que es un conjunto independiente, a-maxi-
mal independiente y el problema que consideraremos en
este articulo: Problema del Minimo CONJUNTO INDEPENDIENTE

a-MAXIMAL.

Definicion 1. Sea G un grafo. Un conyunto V', donde V"
i Ves unconjunto independiente si para todo par de vérti-
cesu, vi V. laarista {u, v} E.

Definicion 2. Sea G un grafo. Para cualquier entero
positivoa, Xi  V/G) es urn CONJUNTO INDEPENDIENTE a-MAXxi-
MAL (@-MIS) si:

* Xesun conjuntoindependienteyy,

s noexistenYdZ donde Yl XyZIl X talque
* Y] <a,

* 1ZlI >1Yly

* [X-Y] E Zesun conjunto independiente.

La version del problema de decision del problema MIN
a-MiIS se define como sigue:
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El Problema del Minimo CoNJUNTO INDEPENDIENTE a-MAXK-
MAL (MiN a-MIS)

Instancia: Sean G = (V, £/un grafo, | y a enteros posi-
tivos.

Pregunta: ;Existe un a-MIS X talque | X | <I ?

El problema Min a-MIS es claramente NP-dificil, pues-
to que el problema Conuunto MAxiMO INDEPENDIENTE, €l cual
es NP-completo, se reduce trivialmente en tiempo polino-
mial a éste. Cuando a = 1 el problema es NP-completo.

En la siguiente subseccion examinaremos la comple-
jidad del ProLEmA Minimo a-MIS en el caso cuando G es
un arboly a = 1. En la subseccion que le sigue generali-
zaremos la estrategia usada para disenar el algoritmo para
arboles para construir otro algoritmo, el cual acepta como
entrada un Aarbol parcial junto con su reducion para cual-
quier entero constante k3 1ya =1

1.1 El problema Minivo 1-MIS restringido a
arboles

Sea 7un arbol conraiz r, C el conjunto de descendien-
tes inmediatos de 7,y I 1 V(T) un Min 1-MIS en el arbol T.
Sean 7/c/ donde c1 C, arboles en el bosque obtenido
borrando la raiz rde Ty las aristas incidentes en ella.
Considere cualquier subarbol 7/c/, dondec i C,yelcon-
juntol_=1C V/7/cj). En general,|_no es un conjunto inde-
pendiente maximal en el arbol 7/c/, puesto que el nodo ¢
puede no estar en|_ni ser adyacente aun nodo en|_El
nodo c enrelacion al_presenta tres posibilidades:

* cestaenl,o
* cnoestaenl_yno esadyacente aningunnodoenl, o
* cnoestaen|_pero esadyacenteaunnodoen|_

Note que el nodo c es el unico nodo que puede perte-
necer a la segunda categoria listada anteriormente, de
otra manera, I_no seriaun Mina-MIS en elarbol T. Veala
ilustracion dada enla Figura 1.
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I={u,v}

l={v}

FIGURA 1: PARTICION DE LOS NODOS DE UN ARBOL CON RESPECTO A UN MIN 1-MIS

Las afirmaciones 1, 2, y 3 dadas a continuacion se
siguen directamente de la definicion de Min a-MIS.

Afirmacion 1. Si ¢ 1 |. entonces | es un MiN 1-MIS
bajo la restriccion de que este cornyjurto independiente ir-
cluyac.

Afirmacion 2. Si cl | pero es adyacente a un nodo
en IC , entonces lC es de nuevo urtMiN 1-MIS bajo /a restric-
clon de que el conjunto independiente excluya ac.

Afirmacion 3. Si ¢l 1_y no es adyacente a un nodo
en lc, entornces para cada nodo d, descendiente inme-
diato del nodo c, el conjunto IC V(T/d]j) es un MiNn 1-MIS
en el drbol T]dj, provisto gue este cornjunto se restriryja a
excluir d.

Se sigue de las afirmaciones 1, 2, y 3 que las solu-
ciones al problema del Min 1-MIS exhiben subestructu-
ra optima [8]. Basados en esta observacion desarrollamos
un algoritmo de programacion dinamica para resolver
el problema.

Por conveniencia, definamos la siguiente particion
de los nodos del arbol 7 con respecto a un conjunto in-
dependiente /en 7 que consta de los siguientes tres
conjuntos:

* el conjunto de todos los nodos de / cuyos elementos
seran llamados nodos negros,

* el conjunto de todos los nodos que No estan en /y que
No son adyacentes a ningun nodo en / alos que llama-
remos nodos blancos y

* el conjunto de todos los nodos que no estan en /y que
son adyacentes a algun nodo en / a los que llamare-
mos Nodos grises.

Claramente, dada una particion de los nodos de un
arbol 7con respecto a un conjunto independiente, si el
conjunto de nodos biarcosno es vacio, tal conjunto inde-
pendiente se puede aumentar con al menos uno de los
nodos blancos. También se sigue que si el conjunto inde-
pendiente es maximal, entonces el conjunto de los nodos
blancoses vacio, i.e., todos los nodos de /7/son grises o
negros. VVea un ejemplo enla Figura 1.

Lema 1. Sea Tun drbol con raiz y seall  V{T) un MiN
1-MIS en T Sea ¢ cualquier nodo en V{T), T[c] el subdrbol
de T inducido por el nodo c y todos sus descendientes,
desc(c), el_=IC VT[c]). Sea D el coryjunto de descendiern-
tes inmediatos del nodo c.

* Sicl 1_entonces|_esunMin 1-MIS en el subdrbol T[c]
bajo la restriccion de que incluya al nodo c-e/ nodo ¢
esnegro-y todos los nodos d en D songrises o blancos
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con respecto a los conjuntos independientes
| E /{d} Udesc/d)) respectivamente. o

o sicl | pero es adyacente a un nodo enl_entonces e/
conyuntol _esunMiN 1-MIS en e/ subarbol T/c] bajo la
restriccion de que excluya al nodo c-e/nodo c esgris-
y todos los nodos en D sornnegros o grises -al mernos
uno de los cuales debe sernegro- con respecto a los
conyuntos independientes| C ({a} U desc/d))) respectr-
vamente, o

e sicl |, i es adyacente a ningun rodo enl_entonces
|, es un conjunto independiente donde c es e/ inico
nodoblancoy paracadadi D, el conjunto!G V/T/d])
esunMiN 1-MIS, en e/ subdrbol T]dj, bajo la restriccion
de que excluya el nodo d, y todos los nodos d D son
grises con respecto a los conyjuntos independientes
| C /{d} U desc/d)) respectivamente.

Prueba

Se sigue por inducion sobre el nUmero de nodosen 7
y el hecho de que un MiN 1-MIS en 7exhibe subestructura
optima.
]

Se sigue del Lema 1 y del hecho que un Min 1-MIS
tiene subestructura optima, que para encontrar un
Min 1-MIS en un arbol conraiz T es suficiente encontrar
en cada subarbol inducido por los nodos ¢ V/(T) y sus
descendientes conjuntos independientes restringidos y de
cardinalidad minima. Para cada ¢d  V/(T), estos conjuntos
independientes restringidos de cardinalidad minima de-
berian incluir:

* un 1-MIS de cardinalidad minima restringido a incluir
el nodo v, i.e., donde ues negroy

* un 1-MIS de cardinalidad minima restringido a excluir
el nodo ¢, pero incluyendo al menos un descendiente
del nodo ¢, i.e, donde ues grisy

* unconjuntoindependiente de cardinalidad minima que
noincluye a «ni a ninguno de sus sucesores inmedia-
tos dpero tal que este conjunto independiente restrin-
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gido a cada uno de los subarboles 7/ajes un MiNn 1-MIS
bajo la restriccion de que excluya al nodo d, i.e., don-
de wes blarncoy es el unico nodo blanco.

Estos conjuntos independientes se pueden encontrar de
abajo hacia arriba, desde las hojas de 7hacia su raiz.

Un algoritmo para decidir si existe un Min 1-MIS de
cardinalidad a lo mas | en un arbol T se exhibe en la
Figura 2. Este algoritmo se puede modificar facilmente
para encontrar los conjuntos independientes de intereés. El
algoritmo organiza el computo de los nodos de interés por
turnos. Primeramente, estos conjuntos se computan para
las hojas de 7, luego para los predecesores inmediatos de
las hojas y se continua de esa manera hasta alcanzar la
raiz. Para guiar este proceso, definimos una requccionde
un arbol, este es un ordenamiento de los nodos del arbol
donde las hojas aparecen primero, luego los predeceso-
res inmediatos de las hojas, y asi sucesivamente.

Definicion 3. Una reduccion de un arbol 7= (V, E),
donde |V| = n+ [/, es un ordenamiento Mo ---: 1y deV
tal que para todo i1 {0, ... n-1}, el vértice r, tiene
grado 1 en el grafo inducido por {r, ..., r }.

Afirmacion 4. Dado un drbol T, una de sus reducio-
nes se puede encontrar en tiempo lineal, i.e., tiempo en
O(IV(T)]).

Prueba
Una simple variacién de recorrido por armplituddel arbol
se puede usar para producir su reducion en tiempo lineal.
|
Teorema 1 £/algoritrmo que se muestra en la Figura 2
para el I-MIS restringido a drboles es correcto y tiene com-
plejidad de tiermpo ern Ofn).

Prueba

Para x1 {negro, gris} y rcualquier nodo en V(T), de-
notemos por /S /x/la cardinalidad de un Min 7-MiSrestrin-
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gido al arbol inducido por ry sus descendientes, donde r
€s un nodo x.

Algoritmo Min 1-MIS (T.X),

ENTRADA: Un arbol Ty un entero positivo | .

SALIDA: Indicacion acerca de la existencia de un con-
junto MIN 1-MIS de cardinalidad alomas | enT.

r {ro, .. .,rn} una reduccion de T, where Fo - 50N
lashojasde T
for r1 {r, ...

IS(b) <« 1

IS(g) « ¥

5w~ 0
endfor

r.} do

for r1 ¢r,,...r,}do
D < descendientesinmediatos de r
IS(b) — & ,min{lS /w), IS [g)}+]
siw) — a;,I8,(g)
if existe A D tal que IS [b) £ IS [g] then
S(g) — &, minflS /b, IS (g}
else
diferencia
for d D do
it IS (b)- 1S, (g) < diferencia then
differencia  1S,(b)-1S (g)

NI+

d, - d
endif
endfor
809) « &q;a0 1549 * 15, 0]
endif
endfor

it min{ls, (6), 1S, (g)} £ | then

outht ( Exinste un MiNn 1-MIS de cardinalidad a lo
masl| enT’)
else

output (" No existe un Min 1-MIS de cardinalidad a lo
masl| enT’)
endif
end

FIGURA 2: ALGORITMO PARA DECIDIR SI EXISTE UN MIN 1-MIS DE

CARDINALIDAD A LO MAS | EN UN ARBOL DADO.

Denotemos por /S /blanco/la cardinalidad de un con-
Junto independiente de nodos de cardinalidad minima don-
de el unico nodo biarncoes r.

El Lema 1 implica que las expresiones usadas en el
algoritmo para /S /ri) e /S (b) estan bien definidas. Para
Jjustificar la expresion para /S /gJ, o Unico que queda por
Justificar es la eleccion del conjunto representado por /S /ry),
i.e., el descendiente negro de r, cuando ninguno de los
valores /S _/r1/ son menores que los valores /S_/g/ corres-
pondientes, donde des un descendiente inmediato de r.

La eleccion hecha en el algoritmo es correcta porque
en la expresion para /S (g/ debe incluirse el valor de la
cardinalidad de al menos un Min 1-MIS en un arbol 7/dj,
donde des un descendiente inmediato de 7, jycon respecto
a este Min 1-MIS el nodo ddebe ser negro. Se sigue que
la eleccion debe minimizar la diferencia entre las cardinali-
dades de los conjuntos representados por /S /1) yaquellos
representados por /S _/g), puesto que cualquier otra elec-
cion permitiria que el valor /S (g/ se pudiera mejorar. Con-
secuentemente, por induccion, se sigue que el algoritmo
esta bien definido.

La complejidad de tiempo del algoritmo incluye:

* eltiempo C7n/necesario para encontrar la reducion
de 7, el cual, de acuerdo a la afirmacion 4 esta en
Ofr), mas

* eltiempo que toma el primer ciclo, el cual esta clara-
mente en Ofr1/,mas

* el tiempo que toma el segundo ciclo, el cual es a lo
mas Y ifj+1..n} S\D(ri}, donde D(ri) incluye los descen-
dientes inmediatos del nodo, claramente, esta suma
estaen Ofn).

De esta manera, la complejidad de tiempo del algorit-
mo esta dada por:

i) < Siogon.y5D() + Cn) +]

donde paratoda i O {j +1 ..., n}, el conjunto D(ri ) con-
tiene los descendientes inmediatos delnodo 1, Cfrijesla
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complejidad de encontrar una reducion del arbol 7y jes
elnuimero de hojasde 7.

Concluimos que C/n) T Ofny).

1.2 Algoritmo para el problema del Min 1-MIS
restringido a k-arboles parciales

En esta subseccion consideramos el caso cuando las
instancias del problema del Min a-MIS son 4-arboles par-
cialesya =1, donde k3 1 es un entero positivo.

La clase de los 4arboles es una generalizacion de la
clase de los arboles, los cuales resultan ser 1-arboles. En
general, un karbol se construye a partir de un grafo com-
pleto con kvértices agregando repetidamente otros verti-
ces, cada uno conectado con k aristas a un subgrafo
completo con kvertices. Un k-arbol parcial es un 4-arbol
del cual algunas de sus aristas se han borrado.

E1 problema de decidir si un grafo es un 4arbol par-
cial, dado el grafoy kcomo entrada, es NP-completo [1],
pero si kes fijo, el reconocimiento de k-arboles parciales
se puede hacer en Ofr¥’/ pasos [4].

La clase de karboles parciales o equivalentemente la
clase de grafos con treewidth acotada por k[ 19] es rica.
Esta incluye grafos con bandwidth y cutwidth restringidars,
grafos series-parallel, grafos k-outerplanar, grafos corda-
les con tamano maximo de clique igual a k, grafos
(k 2)-partitas y algunos otros. Algunas relaciones en-
tre k-arboles parciales y algunas clases de grafos bien
conocidas se han dado en [16], [19], [10] y [15].

Definimos ahora formalmente los 4arboles parciales,
la reduccion de un k-arbol y otros conceptos relacionados.
En lo que sigue & siempre sera un entero positivo y los
grafos seran siempre finitos.

Definicion 4. Sea G = (V| E] un grafo. Un conjunto
K1 V., donde |K| = k es un k-clique s/ K induce un
grafo completo.
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Damos ahora dos definiciones equivalentes de 4arboles,
de las cuales la segunda en mas conveniente para nuestro
Propositos.

Definicion 5 Un k-arbol es:

* ungrafo completo de k veértices, o

* el grafo (VE{v}, EE{ {u,, V}, ... {u, v}}, obtenido
de un k-arbol 7 =/(V, £, donde {u.,,..., U,} i Vesun
k-cligueenTyvi V.

* karboles son los grafos obtenidos aplicando las dos
reglas anteriores solamente.

Llamaremos el vecindario abierto de un vértice v
al conjunto de vértices adyacentes a v, que denotaremos
por adj/v). El vecindario cerrado de un vértice v es

adjjvE {v).
Definicidn 6. Un grafo T = [V, E] es un karbol si:

* Vesunk-clique, o

 existe unvértice vl Vtal que grad|v) =k adjjv) esun
kcligue y T = (V-{v), Ef (x V] | (x v} T E} esun
karbol.

El proceso dado en la Figura 3 muestra la construccion
de un karbol de acuerdo con la definicion 5. Dado el
ultimo grafo en la secuencia, se puede mostrar, usando
definicion 6, que es un k-arbol invirtiendo las mostrados
en la secuencia.

La caracterizacion de los 4-arboles dada en la defini-
cion 6 puede usarse para definir un proceso de reduc-
cion, puesto que ella implica que un grafo es un 4-arbol si
y solo si sus vértices se pueden ir quitando por pasos, don-
de un vértice se puede remover en un paso particular si
tiene grado ky si esta conectado a un k<clique, se continua
de esta manera hasta que solo quede un grafo completo
con kvértices [3]. Este kclique que queda al final es lla-
mado la raiz del karbol. Los vértices que se pueden
remover en cada etapa son las 4hojas de los karboles
intermedios. Esta reduccion define una relacion de prece-
dencia entre kcliques y los vértices. Estos conceptos se
formalizan en las siguientes definiciones:
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Definicion 7. Sea G un grafo. Un vértice vi Ves
simplicial si su vecindario cerrado es un grafo cormn-

pleto [17].

Definicion 8 Una reduccion de un k-arbol T=(V,EJ,
donde \V|= n+1, es una secuencia parcial Ty,..., M-
de un ordenamiento 1,.....,t, de V tal que para todo
i [0.. ... mj, elvértice essimplicial en el grafo inducido
por{r,...r.} ysuvecindario cerrado tiene cardinalidad

k+1 [14].

Vea la Figura 3 para un ejemplo de una
reduccion de un k-arbol. Note que en un
k-arbol 7cualquier vértice de grado £; i.e., una
khoja, tiene un Aclique como su vecindario
abierto y que el 4clique que corresponde al
vecindario abierto de 7, eslaraizde 7.

Dada una reduccion, podemos definir un
orden parcial de los vértices con respecto a los
k<cliques en 7, de manera que cada vertice que
no es parte de la raiz de 7es un descendiente
de algun k<clique en 7. Definimos un orden de
este tipo:

Definicion 9. Sean T = (V,E] un k-Grbol, la

secuenciafy,...., I, unade sus reauccionesy

rm
\V|=n+1Un vért/'cerl, donde OE /£ m, es
undescendiente de un k-clique K si y solo si
ri Ky r, en el grafo inducido por {.....,t,}
tiene como vecindario abierto a K o su vecin-
dario ablerto es K 'y todos los vértices en K ‘que

no estan en K son descendientes de K.

Dado un &arbol 7y unareduccion £ deci-
mos que 7 es ordenado de acuerdo con el
ordenamiento dado en la Definicion 9.

Estamos interesados en la clase mas am-
plia de los 4arboles parciales.

Definicion 10. Un k-drbol parcial de un
k-arbol T=(V, E) es un grafo G = [V, E)) donde

El E e, Gseobtiene de un k-drbol borrando algunas
de sus aristas.

Note que si Ges un k-arbol parcial, entonces una re-
duccion de G se puede encontrar en tiempo lineal. De
igual manera, dado un 4arbol parcial G y su reduccion,
un karbol del cual G es un karbol parcial se puede en-
contrar en tiempo lineal. Note adicionalmente que este

k-arbol no es necesariamente unico. Podemos también

Reduccion R=8,7, 6, 5, 1

FIGURA 3. CONSTRUCCION DE UN 3-ARBOL, SU REDUCCION Y UN 3-ARBOL PARCIAL

TEMAS 9
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transferir el ordenamiento del 4-arbol 7al karbol parcial
G de una manera natural.

Sea Kun k<clique en el karbol 7Ty sea R=r,, .., rsu
reduccion, las componentes conexas inducidas por los des-
cendientes de K desc/Kj, son los ramas de K y K es la
base de una rama de K Adicionalmente, si |V| =n+1,
entonces para todo 7, la reduccion de R(usaremos la no-
tacion de conjuntos 71 R aun cuando Res una secuen-
cia, parareferirnos al hecho de que res un elemento de
la secuencia R. El contexto en el que tales expresiones
ocurren debe de indicar sin ambigliedad su significado):

* K/ r josimplemente K cuando r, es sobreentendido,
denota el vecindario abierto de 7, en el grafo inducido
por { r, e rn},

* K{rjeselvecindario cerradode r,ie., K| r) E{ rhL

e K =K-{u}, paratodo ul K’y

* B/K{rj)es el conjunto de vertices v descendientes de
K(r)talqueu=rl Ry j<i

Note que K’ induce un (k+ //clique; i.e., (k+ 1) k
cliques que se translapan, y que el kclique K/ r,/es un
separador de los nodos en 7y que ningun separador de
nodos de 7tiene cardinalidad mayor que k[2].

Ahora establecemos dos propiedades de los 4arboles
parciales relevantes a los argumentos que usamaos para
mostrar que nuestro algoritmo esta correctamente defini-
do.

Lema 2. Sea K un k-cligue en un k-irbol T. £l grafo T*

inducidopor KE E ; V/(C), donde (C); sonramas deK,
es un k-arbol.

Prueba. Vea [15].
Lema 3. Si K es un k-cligque en un k-dgrbol T,
rR= r, ... r_esuna reduccion de T, y w es un descendien-

te de K tal que K = K{wj, entonces para todo u, vi Kiwj,

desc/KY) C desc/K' ) =&
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donde u' v, ie, descendientes de los (k + 1) k-cligues
en K’son disjuntos dos-a-dos.

Prueba. Vea [16].

Sea Hun karbol parcial y sea | un Min 1-MIS. Sea K
cualquier kclique en un k-arbol del cual Hes un subgrafo
y sea Runareduccion de H. Por conveniencia notacional
nos referiremos a esos 4-cliques Ken el k&arbol del cual H
es un subgrafo como 4cliques en H.

Considere el karbol parcial H el cual por el Lema 2
es inducido por KU desc/K), para cualquier 4clique Ken
Hyl =IC /K E desc/K}). Claramente, | es un conjunto
independiente en el subarbol A Siguiendo la nomencla-
tura introducida en la subseccion anterior, note que el
k<clique K'se particiona en tres subconjuntos con respecto
al,:un conjunto de nodos regros, N, un conjunto de nodos
grises, G, yyun conjunto de nodos biaricos, B. Por el Lema
3, los nodos blancossolo pueden aparecer en K porque si
hubiera nodos blancosen cualquier otra parte de A ellos
permanecerian b/ancosen Hcon respecto a |, contradi-
ciendo la hipotesis de que | es un Min 1-MIS.

Lema 4. £/ coryunto|, es un coryunto independiente
de cardinalidad minima entre todos los cornjuntos indeperr-
dientes en H’que induce una particion de K en los coryjun-
tos N de los nodos negros, G de los nodos grises, B de los
nodos blancos y donde los tricos nodos blancos son aque-
llosen Bl K

Prueba

Suponga que |, no es como se afirma. Sea |, un conjun-
to independiente de cardinalidad menor que la de |, el
cual particiona el 4clique K'en los conjuntos AVde nodos
negros, Gde nodos grises, Bde nodos blaricos yydonde los
unicos nodos blancos son aquellos en B. Considere
I'={N\1.) E I'. . claramente el conjunto I es un 1-MIS en
el grafo H ytiene cardinalidad menor que la de I. Esto
contradice la hipoétesis que | es un Min 1-MIS.

|
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El Lema 4 establece que cualquier solucion al proble-
ma Min 1-MIS exhibe subestructura 6ptima [8]. Este hecho
se utilizara para desarrollar un algoritmo de programa-
cion dindmica para resolver el problema Min 1-MIS.

Definicion 11. Sea H un k-drbol parcial, R su reduc-
cion y K un k-cliqgue en H. Sea P(K[r)), donde ri R el
conyjunto de todos los coryjuntos independientes en el k-=grbol
parcial inducido por KUB(K{r}), donde solamente nodos
blancos /si hay algurnos) aparecen en K.

La cardinalidad de }/K/r/) puede ser muy alta pero
dado el hecho que Kes un separador de los nodosen Hy
que cualquier solucion al Min 1-MIS tiene subestructura
optima, indica que sélo debemos mantener un represen-
tante, aquél de cardinalidad menor entre todos los con-

juntos independientes que inducen una particion particular
de K'en nodos rnegros, grises y blancos, donde nodos blarr-
cos (sfhay algunos) aparecen en K'solamente. Formaliza-
mos estas ideas a continuacion:

Definicion 12. Sean I y I” dos conjuntos en F(K{r)),
paraalgunri R

Sean [N, G, B] and [N, G, B dos particiones de K
€rn nodos negros, grises, y blancos corn respecto a | y
1, respectivamente. Decimos que | y I’ son similares

siy solo si:
* N=N'vy
s G=G

Se sigue de la definicion 12 que si / es similara I’
entonces B también es igual a B’ Se puede mostrar
facilmente que similitud es una relacion de equivalen-
cia donde los indices pueden identificarse con los tri-
pletes /N, G, B/ de nodos negros, grises y blancos
correspondiendo a la particion de K con respecto a to-
dos los conjuntos independientes que particionan K de
esa manera. Esta relacion de equivalencia tiene indice
finito, en realidad tiene un indice cuya cardinalidad es
acotada por una constante, puesto que el numero de
clases de equivalencia /S/K//, donde S/K] es el con-

junto que contiene las clases de equivalencia en F)K{r)).
€s acotado por una constante.

ISIK)IE @

al!

Nuestro objetivo es encontrar el conjunto S/K / del &
arbol parcial H, donde K, es la raiz de H'y el valor de la
cardinalidad del conjunto independiente de menor cardi-
nalidad por clase de equivalencia. Si /S es un indice de
una clase de equivalencia, llamemos la cardinalidad del
conjunto independiente de menor cardinalidad represen-
tado por tal indice f//S). Se sigue que si hay un indice
[N, G, £] en S/K Jtal que f(/N,. G AJ/£| , para algunos
conjuntos Ny G, entonces existe un Min 1-MIS en H de
cardinalidad no mayor quel .

) 2k-l£2k+l

En la figura 4 mostramos un algoritmo serial para el
Min ConuunTto INDEPENDIENTE 1-MAX restringido a Ac-arboles
parciales, donde k3 1 es cualquier constante entera. Este
algoritmo asume que los conjuntos S/KJ, para todos los
kcliques en H, son inicialmente vacios.

Teorema 2. £/ algoritmo para el problema de/
MiN 1-MIS restringido a k-drboles parciales es correcto y
tiene complejidad en Ofn).

Prueba

Usando induccion sobre el numero de nodos en la
reduccion del 4arbol parcial T podemos concluir que
el algoritmo esta correctamente definido. El paso in-
ductivo se sigue de la observacion de que el indice
para cada clase de equivalencia en [/K{r)) se puede
construir con los indices de las clases de equivalencia
en los conjuntos /K%, donde ul K7r). Estos indices
representan conjuntos independientes que se pueden
agrupar para formar un conjunto independiente para
el karbol parcial inducido por K/r) U B/K/r}/. Esta con-
dicion se verifica en el tercer ciclo (el segundo ciclo
anidado) del algoritmo. La condicion es directa, se re-
duce a verificar que:

TEMAS 11



Ensayos

* launion de los nodos negrosincluidos en los indices
forman un conjunto independiente en Kr),

* nohaynodos grisesrepresentados en algun indice que
aparecen negrosen otro indice y

* elnodo rque se borrara de H, aparece como un nodo
negro o gris en uno de los indices que se usara para
construir el nuevo indice en el conjunto S/K/r)).

El tiempo lineal se sigue del hecho de que el numero
detodas las instrucciones ejecutadas en todos los ciclos del
algoritmo, excepto el ciclo exterior, esta acotado por una
constante en & El ciclo exterior esta claramente acotado
por el numero de nodos en H. Asi, el tiempo total es lineal
en el numero de nodos en H. Note que hay algunas cons-
tantes exponenciales en &, pero puesto que kes fijo, no
afectan la complejidad del algoritmo.

|

Debemos notar que el algoritmo como se muestra de-
termina la existencia de un Min 1-MIS de cardinalidad a lo
mas| .E1 algoritmo puede ser facilimente modificado para
encontrar un MiN 1-MIS, si es necesario.

2 Ejemplo: Determinacion
de un MiN 1-MIS en un 3-arbol parcial

Sea G el 3-arbol parcial dado en la figura 3, | =
3,yseaR =8, 7, 6, 5,1 su reduccion. En este ejem-
plo, excepto por el primer nodo que sera eliminado,
mostramos solo estados asociados con kcliques que tie-
nen conjuntos de descendientes No vacios, a saber, S//Z,
3 4, S/{3 4 5)), S/{3 4 6}), S({3.5.6}). En este
caso, el algoritmo MinK-M/S, dado en la figura 4, de-
termina la existencia de un Min 1-MIS con cardinalidad
a lo mas 3.

Nodo que se borrara: 8.

Los siguientes cuatro estados se crean antes de en-
contrar el estado final asociado con el 4<clique {3, 4,
6}, ellos corresponden a los 3-cliques en K’ cuyos es-
tados asociados son vacios en el momento del borrado
del nodo 8.
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Algoritmo MinK-MIS{H, k)
ENTRADA: Un k-arbol parcial H, una reduccion
R= — de T, y un entero positivo | .
SALIDA: Indicacion acerca de la existencia de un
Min 1-MIS de cardinalidad alomas| en H.
forr=r, .., r do
M« {1, .., k+1}
K« (u,.,u,j}={r}]E K
for each v1 K’such that S/k¥) = AEdo
SIKY) — (] Adjp). KY \I|E Adjfl)]. para todo corjun-
to independiente| 1  K“} y el valor Fasociado con un
indice [I, Adjfl), K“ \| E Adgjfl)jes /I/.
endfor
else
for cada selecccion de indices (/S /), donde:
IS =/B, G, W] 1 S/k%,paratoda ul Ky
E i wB€sunconjunto independientey
paratoda /y jen M e/ conjurnito B,C G/ esvacioy
paraalgun i M, A Bo rl G, do
Sea B=E;,BC K]y
GE;,G EAdE,;,B)) CKIrj\E; By
W=Kirj | EiTMG/ E EiTMB/ E Aq/./EiTMB/'/

add /B G, W]a News, con figual a

A, fiS))- 44 |BGC Bl

i=0 j=i*1

endfor

SIK(r))

endfor

News

if existe un conjunto independiente /S = /B G, /] en
S/K, ) tal que #7ls) <1 then

Output(‘Existe un conjunto Min 1-MIS de cardinalidad
alomas| enH’)
else

Output('No existe un conjunto Min 1-MIS de cardinali-
dadalomas| enH)
endif
end

FIGURA 4. ALGORITMO PARA EL PROBLEMA DEL MIiNIMO 1-MIS

PARA K-ARBOLES PARCIALES
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K= {3, 4, 6}.

3. 4. 6}) ={[ A& £ {3 46}l [{3} £ {4 4.
[{4}. A& (3. 6], [/6). A&, (3, 4}], [(3. 4}. A& [6]].
[{3. &), /. {4}]. [{4. 6/ £, {3}]]. [{3. 4. 6} &£, E] }
cada indice con valorde figuala 0, 1, 1, 1,2, 2,2,y 3
respectivamente.

K =1(3 4, 8}

(3. 4. 8}) ={[ A& A& {3. 4 8}] [{3}. {8}, {4}].
[{4}. {8}, {3}]. [{8}). {3. 4}, Al [{3, 4}, {8}, £]}
cada indice con valor de figual a 0, 7, 1, y 2 respectiva-
mente.

K=1(38 6]

5({3.8 6/)) ={ & A& {3, 6 8}], [{3}). & {6 8}],
({8}, {3, 6). &1, [/6}. {8}, {3}]. [{3. 6}, {8}, &}
cadaindice convalorde figuala 0, 1, 1, 1 y2 respectiva-
mente.

K ={4 6, 8}

Si(46, 8}) = { [ A& (46 8}]. [[4}. {8} {6]].
[/6}. {8}, (#/]. [{8}). {4, 6}/ [[46). {8}, £}
cada indice con valor de figual a 0, 7, 1, 1 y 2 res-
pectivamente.

El valor final del estado asociado con K/8) = {3, 4 6}
es:

S(3, 4, 6}) = ([ & {3, 6}, (4. {3, 4 &, {6]],
[{3.6}, . (4], [[46} A, {3}]. [{4}) {3. 6/.A&]
({3} A& (46) [{6} . {3, #]. [{3. 46} £ E] )
cada indice con valor de figuala/, 2,2, 2,2, 1,1y 3
respectivamente.

Después de este punto se muestran solo los estados
asociados con <cliques que tienen un conjunto No vacio
de descendientes.

Nodo que se borrara: 7

Kl7) = {3. 5, 6}

S3. 5. 6}) = { [ & (3, 6}, {5}]. [{5). (3. 6}, &£],
[{3}. {5}, {6}]. [{6). {5). (3}]. [{3. 6}, (5). &}
cada indice con valor de figuala 1, 2, 1, 1y 2 respec-
tivamente.

Nodo que se borrara: 6

Kie) = (3 4 5).

SH{3. 4.5} = { [ &. {2 3}, £] [{3}. {2}. {4}
[{3. 4}, {2}, &1 [{4). & {2, 3}]. [{4}). {3}, {2}
[ A A {2, 3.4 [{2) (3 4 AL {2 3 £, [4].
[{Z 4}, {3}, /] }cada indice con valor de figual a 3, 2,
3,2 3 1, 4 3y 3respectivamente.

I
I

Nodo que se borrara: 5

K(5) = {2, 3, 4}

S({2.3,4}) = ([ £ (2,3, 4}, £] [{3}. {2}, (4],
[{3. 4}, {2}, A [{4}, A& {2, 3}]. [{4}. {3}
(21, [ A& A {2 3,41 {2} 3 4 &L {2 3] A&, (4]
[{Z 4}, {3}, /] } cada indice con valor de figual a 3, 2,
3 2 3 1, 4 3y 3respectivamente.

Nodo que se borrara: 1

K(1) = {2, 3, 4}

S({2.3,4)) = ([ & (2 3,4, £] [{3}. {2 4}. A,
[ £ {24}, {3]]. [{2. 4}. {3}, A [{2}). {3. 4}, &,
[{2}. {3} {411 [{2 3} (4 AL {2 4} (3] &
[{2}, {3} {1]] } cada indice con valor de figuala 4, 3, 2,
3 4 2, 3 3y 3respectivamente.

Después del borrado del nodo 1, el estado asociado
con el kclique {2, 3, 4} incluye el indice [{2, 4}, {3}, A
con un valor de f de 3. Esto significa que existe un MiN 1-
MIS con la cardinalidad requerida.

Conclusiones

Hemos mostrado que el problema del Min 1-MIS res-
tringido a 4arboles parciales se puede resolver en tiempo
lineal, cuando kes cualquier constante positivay la instan-
cia consiste de un A-arbol parcial, su reduccion y un entero
positivo | . E1 algoritmo decide si existe un Min 1-MIS de
cardinalidad alomas| .E1 Min 1-MIS se puede construir
manteniendo la misma complejidad de tiempo, represen-
tando los conjuntos independientes intermedios con listas
encadenadas.

No se sabe si el problema del Min a-MIS se puede
resolver en tiempo lineal o aun polinomial cuando a es

TEMAS 13



Ensayos

parte de la instancia del problema o cuando a es una cons-
tante positiva mayor que 1y las instancias se mantienen
restringidas a A-arboles parciales.

No hemos intentado reducir la magnitud de las cons-
tantes que aparecen en la cota para la complejidad de
tiempo del algoritmo MinK-MIS. Estas constantes son expo-
nenciales en &, pero puesto que Ano depende de la entra-
da, ellas no afectan la complejidad. El hecho que estas
constantes son exponenciales en klimita la aplicabilidad
del algoritmo, aunque tenga compejidad de tiempo lineal.

La complejidad de tiempo del algoritmo para arboles no
incluye este tipo de constantes. Asi, su aplicabilidad no esta
restringida en el mismo sentido que lo esta el algoritmo
para k-arboles parciales.

La técnica utilizada para resolver el problema del
Min 1-MIS restringido a grafos con treewidth acotado, fre-
cuentemente produce algoritmos eficientes para proble-
mas cuyas instancias se restringen a -arboles parciales.
Sin embargo, es una pregunta no resuelta la caracteri-
zacion de los problemas a los que se les puede aplicar
esta técnica @
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